TleS3 Correction DM 4 16/01/2020

1. (a) Comme la suite (u,) est géométrique de raison ¢ et de premier terme ug, pour tout n € N, on a :
Up = Upq".

Ainsi, on obtient :

_ n+1 _ n+2
Upt1 = Upq et Upyo =ugq 7.

/1 point
De plus, comme la suite (u,,) vérifie la relation de récurrence, on a :
Upsa = Uni1 + U = g™ = uoq" " + uoq"
— uoqn+2 . uoqn—l-l o uoqn =0
— uyq"(1—q—¢*) =0
= upq"(¢* —q—1)=0.
/1,5 point
(b) D’apres 1'égalité précédente, on a :
qun(QQ—q—l)IO > uy=0 ou ¢g=0 ou ¢—qg—1=0.
/0,5 point

Etudions chacun des trois cas :

— Si uy = 0, alors, pour tout n € N, on a u, =0 x ¢" = 0 et la suite (u,) est la suite nulle. /0,5
point

— Si ¢ = 0, alors, pour tout n € N*, on a u, = 0.
De plus, pour tout n € N, (u,) vérifie la relation de récurrence u, 1o = Up11 + Up.
Ainsi, pour n = 0, on obtient :

Us = U1 +uyg <= 0=04 ug
<~ UOIO.

Ainsi, la suite (u,) est la suite nulle. /1 point
— Si ¢> — ¢ —1=0. On cherche les valeurs de ¢ possible en résolvant une équation du second degré.
Soit A, le discriminant de I’équation ¢ — ¢ — 1 = 0.
On a :
A= (-12—-4x1x(-1)
=144
=5.

Ainsi, ¢> — ¢ — 1 = 0 admet deux solutions :

q1 = g2 =

Il
S
Il
ASH

Ainsi, la suite (u,) est une suite géométrique de raison ¢’ = — ou ¢ = . 1 pt

Finalement,

la suite (u,) est la suite nulle ou une suite géométrique de raison ¢’ =
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On a:
Z=zp+ 2 =1

On a:
Z3=204+ 2 =2

(b) Pour n =0, on a:

Pour n =1, on a:

On résout alors le systeme suivant :

Finalement, pour tout n € N, on a :

(¢) Pour tout n € N, on a :

Finalement, on a :

On a : On a :
24223+22:3
On a :
Z5=Z4+2’3:5
2w=a+b < 0=a+D 0,5 pt
s=ap+bd — l=ap+by 0,5 pt
0:a+b — a:_b
1= a¢ + b¢/ 1= —bp+ by
= a=-b
1=b(=¢+¢)
a=-b
e
1=-bV5
V5
o=
< 1 pt
\/5 b
h=—2°
5!
\/g Vs n
Zn:?((ﬁ _(b/)
é( n+1_¢/n+1)
Zn+1: 5
Zn V5
?(cb"—cb’”)
¢n+1_¢/n+1
- ¢n_¢/n

26:Z5+Z4:8

2,5 pts
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(d) On a:

S

¢/
¢

-
S

1_
1++5

1-5

(1+V5)’

4
=~ <1. 1,5pt

(1+V5)

¢/ n ¢/ n
Ainsi, on a lim (—) = 0 et, par somme, on a lim 1— (—) = 1.

|
b
SIS

n—+00 Q§ n—+4o00 (b
7\ ntl & nt1
De méme, lim (—) = 0 et, par somme, on a lim 1— (—) =1.
n—+00 n—+o00 (Zﬁ

Ainsi, par quotient, on a :

im 22— | 1,5 pt

n—-+o0o Zn

3. On considere la propriété définie, pour tout n € N par :
sz:zn+2—1. 0,5 pt
k=0

— Initialisation : Pour n =0, on a :

20+ 2 =29 = Zg=2— 2 <<= Zg= 25— 1.

Ainsi, la propriéété est vraie au rang n = 0. 0,5 pt
n

— Hérédité : Soit n € N, on suppose que Z 2k = Zpao — L.

k=0
n+1
On démontre que E 2k = Znis — L.
k=0
On a :
n+1 n
E 2k = E 2kt Znt1
k=0 k=0
= Zn42 — 1+ Zn+1
=Zny3 — 1 CAr Znig = Zni2 + 2oy
Ainsi, la propriété est héréditaire. 1 pt

— Conclusion : La propriété est vraie au rang n = 0 et est héréditaire a partir de ce rang, donc pour
tout n € N, on a :

n

Y z=z0n— 1L 0,5 pt
k=0




